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1011-12-1

Ako su

® =rsin(mp +9); F=12sindf +rcospd +cosd @; M =log;sinx’**; i :Bp
z

gdje su (r,9, ) Kartezijeve koordinate, (1,9, ¢) sferne koordinate, a (p, ¢, z) cilindri¢cne, odredite u
pripadnom koordinatnom sustavu

(a) VO ; (b) VEF; (d) rot(VM) .

(VX E;

U ortogonalnim koordinatnim sustavima dani su opdi izrazi za gradijent, divergenciju, rotaciju i laplasijan

1 09 2 0
Vo = Z —3, VF = > o ()
h; 9q; " hihyhs L.(j‘k)aql
jqr  h:qz  hsgsj
N 1 a a4 0 1 0 (hihe 0
VXF = _ = — A= ._
hih,hs|0q, 0q, 9q3 h1h2h3 Bql h;  0g;
hiFi  hF, h3F3
gdje su h; Lameovi koeficijenti koji iznose za
Kartezijev koordinatni sustav cilindri¢ni koordinatni sustav sferni koordinatni sustav
hl =1 h1 =1 hl =1
hz =1 h2 =T hz =p
hy; =1 h; = rsind hs =1
Gradijent u sfernom
Vo = 1 09 1 09 1 09
h1 a‘h ag Y hz K 2 a2t h3 K 3 9
1 00, 1 09 1 0D
= — 74— — -  —_
1 or r 09 rsind de

1 1
VCD=I-sin(7r(p+19)f+;-r

VO = sin(me + 9) 7 + cos(me

A 1
ARV
cos(mp +9) 9 + e

A I
+19)19+S,

— cos(mtp +9) §

-rrcos(me +9) o

Divergencija u sfernom

S 1
VF =
mmm{a
PF =t
" r2sind
VE = (4r3sin® 9 + r?

r2sind

VF = 4rsin9 + ctgd - cos¢@

cosV - cosg +0)

0 d d
—— (hyh3 - Fy) + 6_(h3h1 - Fy) +a—(h1h2 F3) }

0
{ ar(r sind - r?sind9) + —(r51m9 7 COS @) +—(r cosﬁ)}
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Rotacija u cilindricnom

[M@r h2Qz  haGs)
S 1 o a4 0

PxE=—|— — =
hihyh3{dq1  0q; 0q3
hiFy  hyF, h3F;
1'ppo 121 | pp 2]
1 d d d 1 0 0 d
VXE:; dp O0p 0z /—)8;) dp 0z
1.2 5.0 1.0 P o o
z z
- pro d ] [6 d ] 2[0 d p]
7 xE="2—(@0)—=—(0 —(BY== )| +Z|—=0) - — (&
XE="7|5,© az()+‘Pa( 5, ]33, © aq)(z)
P)
PxE="C2[0- 0+(p———0 Zlo-o0]
; [0+
L P
VXE:_Z_Z(p

Identitet V X (V&) = 0

rot(VM) =0
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1011-12-2
Odredite rad sile (koordinate su izraZzene u metrima)
L xi+yj
F = ——[Nm?]
(x* +y?)?

na putu od tocke (1,0)m do tocke (e2",0)m po krivulji
7(t) = (e’ cost)i+ (e sint)f

/ 100 200 300 400 500

_150} h'\.,\__l_-q _7__7_7_,__,_./-"//

Rad sile duz krivulje Ciznosi

Wfi[idfzfﬁ-mﬁ+dﬁ)
C C

Parametrizacija

Kako je putanja

>

=
Il
>
~>
+
<

vec¢ zadana parametrizirana
7(t) = (et cost)i + (e’ sint)f
zaklju€ujemo
x =etcost = dx = (e cost — et sint)dt
etsint = dy = (e'sint + e’ cost)dt

Prema tome sila je
efcosti+elsintj et costi+elsintj

P = - [N]

((et cost)? + (et sin t)z)%

Granice integracije

Kako ¢emo integrirati po t, potrebno je odrediti i njegove grani¢ne vrijednosti:

Pocetna tocka A(1,0)

(D x=etcost=1(2)/(1)t . t =km
2) y=elsint=0_ 87 ke

(1) = t=In(1/cost) Arg(tl)>0 1
(R]) = cos(krm) = +1 t= 1n( )

tAZO

Krajnja to¢ka B(e*",0)

= et = 2™ (2)/(1 =
(D x_eth)st_e /()tgt=0=>t km
(2) y=elsint=0 keZ

= Zn Arg (In)>0
(1) = t =In(e“™/ cost) Arg(n)>

(R]) = cos(km) = +1 £ = In(e*")

tBZZTE
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Prema tome rad iznosi

tp

o A ) efcosti+elsint] _ ) _ 3
w = f F- (dxi + dyj) = f ‘[(e* cost — et sint)dti + (e’ sint + e’ cos t)dtj]
c ta

e3t

et cost (et cost —etsint) + efsint (efsint + e cost) dt
3t
e

e2tcos?t —etsintcost + et sin?t + et sint cost
3 dt
e

2n
0
2n
0
2m

e?t(cos®t +sin’t)
v-| "

o3t
0
2n 2n
w =f e tdt= —f e~ td(-t)
0 0
W= —e‘tlzzgn =—e 2" 470
W=(1-e"%7)
e?m —1
W= ]
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1011-12-3
Odredite masu tijela u obliku polovice kugle (koordinate su izraZzene u metrima)

x> +y?+z2 <1m?

iznad xy ravnine, ako ima promjenjivu gustocu
p =7700 kgm=3 + 160z kgm™™.

2 ~ /S
3 p

-05 TN |

0.0\&\\ - |

X

ON

R
1.0
Masa tijela iznosi
M= fpdV
v

Granice integracije

Integriramo po kuglinoj (x? + y? + z? < r?) polovici iznad xy ravnine (z > 0)pa je najlakse integraciju

vrsiti u sfernom koordinatnom sustavu.

element volumena: zadana kuglina polovica:

koordinate:

x =rsind cos @ dV = r?sind drddde 0<r<i1

y =rsindsing 0<9<m/2
0<¢p<2nm

zZ =1cosV

M= fpdV = J:U pr? sind drddde = .U (7700 + 1607 cos 9)r? sin®¥ drdddo = M; + M,
v v

2m 1
dﬂf d(pfr3 sind cos¥dr = M; + M,
0 0

2r

1
dﬁf d(prZSim?dr+160
0 0

S — =

M =7700

O\Nl;‘

T[

2
7700 _
_ . Q=27
== sin9 d9 [qo]l(p:0

2r

T
2 1

M, = 7700fd19f dgofrz sind dr = 7700
0 0 0

A
3
sind dﬂf do [—]
3
0 r=0

O%Nl:

T
2
15400 ) 15400 19:% 15400 15400
= nf sind d9 = nt[—cosd]|,_g = n[-0+ 1] =
0

m kg

M
1 3 3

=3 _
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ST E|

T
zZ 2 1 _
(s sin(29) on [P
M, = 16OJ.d19J. d(pfr sind cos9 dr = 160] > d19-[<p]|(p:0 7
0 0 0 0 r=0
T T T
2 2 2
_ 11 80m [ d(29) 80m [ d(29)
M, = 80f sin(29) d9 - [2n] - [—] =—| sin(29) - ——— = — | sin(29) - ——
4 2 2 2 2
0 0 0

9=n
My = =207 - [cos(29)]|,_& = —20m - [-1 — 1] = 407 kg

15400 15520
m kg + 40m kg =

kg

M:M1+M2:

15520
M =

3 kg
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1011-12-4

Od svih mogucih kvadara, definiranih nejednadzbama 0 < x <a,0<y <b, 0 < z < 1, odredite onaj
za koji je ukupni tok polja

F = (—x% — 4xy)i — 6yzj + 122k
prema vani kroz svih 6 povrsina najveci. Koliko iznosi najvedi tok?

Volumen kvadra V zatvoreno je podrucje u prostoru Ciji je rub orjentabilna po dijelovima glatka ploha §,
koja ne presjeca samu sebe, a F= (—x? — 4xy)i — 6yz] + 12zk vektorsko polje klase CY(V) pa mozemo
primijeniti Gaussov teorem o divergenciji

#ﬁ-di:ﬂf\ﬁ-dv
S |74

Divergencija polja VF

0F, N oF, N 0F,
J0x dy 0z

VF = = —2x— 4y — 62+ 12

Granice integracije

Kako su grani¢ne plohe ravnine, najjednostavnije je raCunati s Kartezijevim koordinatama (x,y,z).
Granice integracije zadane su definicijom kvadara

0<x<a
0<y<bh
0<z<1

Sada imamo sve potrebne elemente za integriranje pa mozemo izrac¢unati ukupni tok polja
a b 1

#ﬁ-d§=ﬂjvﬁ-dv=fdxfdyf(—zpc—4y—6z+12)-dz=
S 1% 0 0

0
a b a b

= -[ dxjdy(—ZxZ —4yz —3z% +122)|2Z} = f dx | dy(=2x—4y—-3+12) =
0 0 0 0
a a

= f dx(=2xy — 2y? + 9y)|§:g = f dx(—2xb — 2b% + 9b) =
0 0

= (—x?b — 2b%x + 9bx)|}Z¢ = —a’b — 2ab? + 9ab = f(a,b)

Dakle, trazeni je tok funkcija dviju varijabli (duljina stranica kvadra a, b) pa ¢emo kvadar za koji je tok
maksimalan odrediti traze¢i maksimum te funkcije.

NUZNI UVJETI

Ekstreme funkcije f (x4, ..., X, ) ispitujemo u to¢kama xg = (X1, ..., Xo,) U kojima nije definirana df i
onima koje dobijemo rjesavajuci sustav

(%) =0 (i=1,..,n)
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Nademo sve parcijalne derivacije prvog reda i izjednac¢imo s nulom

0
a_£2_2ab_2b2+9b:0 = —b(2b+2a—-9)=0 (1)
of _ B oy
%——a —4ab+9a=0 = a(a+4b—-9)=0 (2)
Iz (2) i (1) imamo 4 mogucnosti iz kojih nalazimo 4 kandidata za tocke ekstrema
a=0 a=20 a+4b—-9=0 a+4b=9
b=0 2b+2a—9=0 b=20 2a+2b =9
a=0 a=20 a=9 a=3
b=0 b=4.5 b=20 b=1.5
K4(0,0) K,(0,4.5) K3(9,0) K4(3,1.5)
DOVOLINI UVIJETI
Odredimo determinante za funkciju f(xq, x5, ..., X,,):
a . Qqp azf
A=t ™ ; ; 1<sr<n ; a; =< )
Ary o 0x;0%; -
Funkcija f u tocki xq:
» ima MINIMUM, ako je > NEMA EKSTREMA, ako je
(4,> 0) (¥r) @,#0) A (D) A(2)
» ima MAKSIMUM, ako je > NEMA ODLUKE, ako
{(Ar> 0)(vr = 2k) (ElAr= 0)
(A,<0) (Vr=2k—1) pa su potrebna dodatna ispitivanja (df)

Kako bismo provijerili, radi li se o ekstremima, moramo odrediti druge parcijalne derivacije

azf c’)zf
W__Zb aaab——Za—4b+9
o*f 0*f
=—-2a—4b+9 — = —4
gboa A THF 5pz = 4a
paimamo
A= |-2b| = =2b _ —2b —2a—4b+9| _ _ o2
A, 24— 4b+9 _4g 8ab — (2a+4b —9)
koje u dobivenim to¢kama iznose
A1 (Kq) =0 A (Ky) = -9 A1(K3) =0 A1(Ky) = -3
AZ(Kl) - —81 Az(Kz) = —81 Az(Kg) = —81 Az(K4) == 27
nema odluke nema ekstrema nema odluke maksimum

Kako je f(K;) = f(K3) = 0 < f(K,) = 13.5, a nama treba maksimalni tok, ne trebamo dodatno ispitivati.
Znadi, za kvadar (a=3, b=1.5, c=1) imamo maksimalni tok koji iznosi
f(K) =135
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1011-12-5
Dokazite:
a) Tenzorranga 2 moze se napisati kao zbroj simetricnog i antisimetri¢cnog tenzora.
b) Ako je rang tenzora A i B naznacen brojem indeksa u relacija KijklAi,- = Bk, koja vrijedi u svim
(zarotiranim) Kartezijevim sustavima, tada je K tenzor ranga 4.
a)

Kako su dokazi za kovarijantne, kontravarijantne i mijeSane tenzore sli¢ni, dokazat ¢emo za
kontravarijantni:

TY :17‘1'1' _|_1Tij
2 2
Dodamo li i oduzmemo 77! /2 ne¢emo promijeniti tenzor
TY + T/ TY —TJ
2 + 2
Zamjena indeksa odgovara transponiranju matricne reprezentacije vektora pa ako transponiramo prvi
sumand

TY =

2 2 2 2

<TU’ +Tﬁ>T (T9) + (1) 14TV TV 4717
dobijemo isto, sto znaci
T 4 TV

2

simetricni je tenor. Transponiranjem drugog dobijemo

(Tij _ Tji>f (Tij )T _ (Tji)T Tit — Ty TY — Tii

2 2 2
Sto znadi
TY + T/
2

antisimetri¢ni je tenzor pa tenzor ranga 2 mozZemo napisati kao zbroj simetricnog i antisimetri¢nog tenzora.

b)
Dana relacija vrijedi u vrijedi u svim (zarotiranim) Kartezijevim sustavima pa ¢emo je napisati u crtkanome
KUK A = B'™ = gk al B™ = // B transformiramo u necrtkani sustav
= ak al, (Kormn Aop) = // Primijenimo kvocijentno pravilo
— afnaf’l(l(opmn al pA U) = // A transformiramo u crtkani
= aéa{;a,’; ap KoPm™m A’y
K'UkL 4 j o= =al ap ak al Kormn Ay //1zjednacimo pocetak i kraj jednakosti
(K'ijkl aoa ak al Kormn )A’ =0 // A opéenit pa je izraz u zagradi O
jkl _ J ! &i ii
Kl aoap ak al Kormn // Nacin transformacije tenzora 4. ranga



